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Re´sume´ – La de´formation repre´sentative est une des notions utilise´es pour exploiter les re´sultats d’un essai
d’indentation instrumente´e. Dans ce travail, nous avons effectue´ une analyse nume´rique pour e´tendre le
concept de de´formation repre´sentative a` une vitesse de de´formation repre´sentative en indentation sphe´rique
pour un mate´riau pseudo-nume´rique e´lasto-viscoplastique. Il est montre´ que la vitesse de de´formation
repre´sentative, contrairement a` celle obtenue par indentation conique, n’est plus proportionnelle a` h˙h . De
plus, l’utilisation de 2 courbes d’indentation a` 2 vitesses de pe´ne´tration dans la proce´dure d’identifica-
tion par analyse inverse est suffisante pour trouver la solution exacte dans le cas d’un mate´riau pseudo-
nume´rique de´fini par une loi de type Hollomon.
Mots cle´s : Indentation sphe´rique / de´formation repre´sentative / vitesse de de´formation repre´sentative /
identification inverse
Abstract – Formulation of representative strain and representative strain rate in spherical
indentation. One concept among many others used to exploit instrumented indentation test is the rep-
resentative strain. In this work, numerical analysis was performed in order to extend the concept of rep-
resentative strain to a representative strain rate for an elastic-visco-plastic material. It is shown that the
proportionality with the ratio h˙h is no longer verified, in contrast to conical indentation. Moreover, using
inverse analysis with two indentation curves defined by two penetration rates is accurately sufficient to
determine properly the reference parameters in the case of a pseudo-numerical material.
Key words: Spherical indentation / representative strain / representative strain rate / inverse analysis
1 Introduction
L’indentation instrumente´e consiste a` enfoncer un
pe´ne´trateur a` la surface d’un mate´riau et a` mesurer
continuellement l’effort applique´ en fonction de l’en-
foncement. Une des grandes proble´matiques de cet
essai est la de´termination des proprie´te´s intrinse`ques
du mate´riau permettant de construire la courbe de la
contrainte – de´formation a` partir des grandeurs mesu-
rables expe´rimentalement. La notion de de´formation
repre´sentative figure parmi les approches utilise´es pour
de´pouiller cet essai, elle a e´te´ initie´e par Tabor [1] qui a
remarque´ que la pression moyenne d’indentation pm varie
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line´airement en fonction de la contrainte d’e´coulement du
mate´riau indente´ par un coefficient constant. Cette pres-
sion moyenne e´tant de´finie par le rapport entre l’effort
et l’aire de contact projete´e, qui est de´finie en fonction
du rayon de contact re´el entre l’indenteur et le mate´riau.
Or la de´termination de ce rayon de contact n’est pas
e´vidente et demeure encore un sujet de recherche et
de discussion. Pour cette raison, nous conside´rons dans
cette e´tude la de´formation repre´sentative de´finie a`
partir de la courbure CL de la courbe d’indentation.
En se basant sur la proportionnalite´ entre la courbure
CL et la contrainte d’e´coulement, on peut obtenir une
valeur de la de´formation repre´sentative, diffe´rente de celle
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obtenue a` partir de la pression de contact, de´ja` utilise´e
pour de´terminer la courbe d’e´crouissage des mate´riaux a`
comportement dit e´lasto-plastique isotrope [2–4]. L’ide´e
peut eˆtre e´tendue sur des mate´riaux pre´sentant une sen-
sibilite´ a` la vitesse de de´formation en utilisant le terme
de vitesse de de´formation repre´sentative. Celle-ci a fait
l’objet de plusieurs e´tudes ces dernie`res anne´es [5–7],
les diffe´rentes formulations de la vitesse de de´formation
repre´sentative propose´es sont base´es sur la durete´ et se
limitent au cas de l’indentation conique. Re´cemment une
e´tude a e´te´ re´alise´e sur des mate´riaux nume´riques rigides
viscoplastiques [8] qui a permis de proposer une nouvelle
manie`re de calculer la de´formation repre´sentative et la
vitesse de de´formation repre´sentative par indentation co-
nique. Il a e´te´ montre´ que la de´formation repre´sentative
et la vitesse de de´formation repre´sentative de´pendent des
parame`tres de la loi de comportement du mate´riau. Ainsi,
la de´termination d’une de´formation repre´sentative unique
est impossible avec un seul angle de coˆne.
Dans ce travail, l’objectif est de prendre en
compte l’effet de la de´formation e´lastique sur les
de´formations repre´sentatives et les vitesses de
de´formation repre´sentative calcule´es a` partir de la
courbure CL afin d’e´tendre le concept de de´formation et
de vitesse de de´formation repre´sentatives e´tabli pour des
mate´riaux rigides-viscoplastiques. L’e´tude est ici re´alise´e
dans le cas de l’indentation sphe´rique. Le fait d’e´tudier
le cas d’un mate´riau e´lasto-viscoplastique permet d’ap-
procher d’avantage du comportement me´canique re´el
des mate´riaux meˆme si dans une premie`re approche




Dans la suite, l’e´tude est effectue´e sur un mode`le
nume´rique pour des raisons de simplicite´. Nous
conside´rons un mate´riau homoge`ne et incompressible
dont la loi de comportement, de´pendant de la vitesse de
de´formation, est de´finie par les E´quations (1a) et (1b).








Ou` K est la consistance exprime´e en MPa.sm, n le coef-
ficient d’e´crouissage et m le coefficient de sensibilite´ a`
la vitesse de de´formation. La partie e´lastique est sup-
pose´e line´aire et de´crite par la loi de Hooke avec un mo-
dule d’e´lasticite´ E = 2200 MPa. Ce mode`le nous per-
met de mode´liser de manie`re simple le comportement
d’un mate´riau sensible a` la vitesse. Pour l’e´tude, nous
conside´rons un mate´riau de re´fe´rence dont le jeu de pa-
rame`tres est le suivant : K = 150 MPa.sm, n = 0,2 et
m = 0,1.
Fig. 1. Maillage utilise´ pour la simulation nume´rique d’un
essai d’indentation sphe´rique (Rayon de l’indenteur r =
0,25 mm).
Fig. 1. Mesh used for the numerical simulation of a spherical
indentation test (indenter radius r = 0.25 mm).
Des simulations d’essai d’indentation sphe´rique sur le
mate´riau de re´fe´rence a` diffe´rentes vitesses de pe´ne´tration
constantes ont e´te´ effectue´es avec le code commercial
ABAQUS (Fig. 1). L’indenteur est conside´re´ e´lastique
avec un module d’e´lasticite´ e´gale a` Eindenteur = 600 GPa
et le contact entre l’indenteur et l’e´chantillon est mode´lise´
par le mode`le de Coulomb avec un coefficient µ =
0,1. Le logiciel permet de calculer l’effort F applique´
sur l’indenteur, le de´placement h de l’indenteur et par
conse´quent de calculer la courbure CL pour chaque ni-
veau de pe´ne´tration.
2.2 Concept de la de´formation repre´sentative
et de la vitesse de de´formation repre´sentative
En indentation conique, il est admis depuis longtemps
que les courbes d’e´crouissage issues des parame`tres de la
loi de comportement donnant les meˆmes courbes d’inden-
tation conique se croisent en un point dont l’abscisse cor-
respond a` la de´formation repre´sentative [1, 9]. Le raison-
nement a e´te´ e´tendu par Moussa et al. [3] en indentation
sphe´rique pour de´finir une de´formation repre´sentative
moyenne. Par ailleurs, en appliquant la me´thode sur un
mate´riau dont le comportement de´pend de la vitesse on
pourra de´finir une vitesse de de´formation repre´sentative
selon le meˆme raisonnement.
2.2.1 Domaine de solution
Pour avoir une premie`re ide´e sur ce concept, nous
allons e´tudier la configuration du domaine de´fini par
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Fig. 2. Variation de la fonction objectiveQ1 : (a)m = 0,1, (b) n = 0,2 obtenue par simulation nume´rique d’un essai d’indentation
sphe´rique avec une vitesse de pe´ne´tration h = 1000 µm.s−1.
Fig. 2. Variation of the cost function Q1: (a) m = 0.1, (b) n = 0.2 obtained from numerical simulation of spherical indentation
test with a penetration rate equal to h˙ = 1000 µm.s−1.
l’ensemble des solutions. Soit Q1 la fonction objective qui
caracte´rise l’e´cart entre l’effort de re´fe´rence (F re´f) et celui






(F re´f − F cal)2 (2)
Ou` N repre´sente le nombre de points expe´rimentaux.
Dans le cas ou` l’on a deux vitesses de pe´ne´tration, c’est




















F vit2ref − F vit2cal
)2 dh
 (3)
La Figure 2a montre l’e´volution de la fonction objective
Q1 en fonction de K et n pour une valeur de m = 0,1
fixe´e. On constate, de manie`re similaire a` Moussa et al. [3],
qu’il existe des jeux de parame`tres situe´s au fond de la
valle´e qui donnent des courbes d’indentation proches. En
revanche, sur la Figure 2b, on constate qu’il existe une
multitude de valeurs de m qui minimisent la fonction ob-
jective Q1. Ces figures ont e´te´ obtenues en effectuant des
grilles de simulations nume´riques pour les plages de va-
leurs des parame`tres de la loi de comportement indique´es
par les axes des graphes.
D’apre`s la Figure 3, le domaine de solution est re´duit
en utilisant deux vitesses de pe´ne´tration. Dans ce cas,
l’unicite´ de la solution est assure´e et comme nous le
constatons au niveau des re´sultats de l’identification in-
verse en utilisant la me´thode de simplex (Tab. 1), quels
Fig. 3. Variation de la fonction objective Q2 pour une valeur
de n fixe´ a` 0,2 obtenue a` partir de 2 simulations d’indenta-
tion sphe´rique avec des vitesses de pe´ne´tration respectivement
e´gales a` h1 = 10 µm.s
−1 et h2 = 1000 µm.s−1.
Fig. 3. Variation of the cost function Q2, corresponding to n =
0.2, obtained from numerical simulation of a spherical inden-
tation test by considering 2 penetration rates h1 = 10 µm.s
−1
and h2 = 1000 µm.s
−1.
que soient les jeux de parame`tre de de´part pris au ha-
sard, en utilisant deux courbes d’indentation sphe´rique
caracte´rise´es par 2 vitesses de pe´ne´tration, on retombe
toujours sur la solution.
Dans le cas d’une identification a` partir d’une
courbe pseudo-expe´rimentale, le domaine de solution est
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Tableau 1. Re´sultat de l’identification par analyse inverse a` partir de 2 courbes d’indentation sphe´rique spe´cifique a` 2 vitesses
de pe´ne´tration.
Table 1. Identification result from inverse analysis by considering two spherical indentation curves corresponding to two rates
penetration.
K [Mpa.sm] n m
Parame`tres de re´fe´rence 150,00000 0,20000 0,10000





Re´sultat identification 1 (2 vitesses de pe´ne´tration) 150,07909 0,20016 0,10016
Valeur de Q2 [N ] pour l’identification 1 1,10574E-05





Re´sultat identification 2 (2 vitesses de pe´ne´tration) 150,03218 0,20008 0,09999
Valeur de Q2 [N ] pour l’identification 2 8,30929E-08
bien pre´cis. Or, ce qui nous inte´resse c’est d’identi-
fier les parame`tres de la loi de comportement a` par-
tir d’une courbe expe´rimentale. Dans ce cas, le do-
maine de solution peut s’agrandir a` cause de l’incertitude
des mesures expe´rimentales, d’ou` l’inte´reˆt d’utiliser
une de´formation repre´sentative [3] et une vitesse de
de´formation repre´sentative.
2.2.2 Choix d’une direction privile´gie´e
Comme nous l’avons e´voque´ pre´ce´demment,
de´terminer la de´formation repre´sentative et la vi-
tesse de de´formation repre´sentative revient alors a`
trouver, dans le domaine de solution, une direction ou` la
fonction objective Q varie peu. C’est-a`-dire, trouver la



















#grad [Q] = 0 (4)
Selon l’ide´e de base sur le concept de de´formation
repre´sentative qui suppose que la courbure CL est pro-
portionnelle a` la contrainte d’e´coulement, la relation (4)
est alors toujours ve´rifie´e pour tous les parame`tres appar-
tenant au domaine de solution. Il a e´te´ montre´ par Dao
et al. [9] que la courbure d’indentation est proportionnelle


















Il est essentiel de noter que d’apre`s la relation (5), si la
de´formation repre´sentative et la vitesse de de´formation
repre´sentative sont constantes alors le domaine de solu-








valeur de m fixe. Le contraire a e´te´ montre´ pour le cas
d’un mate´riau rigide viscoplastique [8].
Si T1, T2 et T3 sont les coordonne´es du vecteur #T on






























Finalement, pour une valeur de m = m0 fixe´e, la
de´formation repre´sentative plastique sera donne´e par :














En appliquant la meˆme de´marche pour une valeur de n =
n fixe´e, la vitesse de de´formation repre´sentative plastique
est donne´e par :














Les relations (8) et (9) montrent que la de´formation
repre´sentative et la vitesse de de´formation repre´sentative
de´pendent des parame`tres du mate´riau.
3 Re´sultats et discussion
Dans ce qui suit, une identification par analyse inverse
a` partir d’une seule courbe d’indentation (une seule vi-
tesse de pe´ne´tration h˙ = 1000 µm.s−1) a e´te´ re´alise´e dans
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Tableau 2. Re´sultat de l’identification par analyse inverse a` partir d’une seule courbe d’indentation.
Table 2. Identification result from inverse analysis using only one indentation curve.
K [Mpa.sm] n m
Parame`tres de re´fe´rence 150,00000 0,20000 0,10000





Re´sultat identification (1 vitesse de pe´ne´tration) 154,00000 0,22000 0,19884
Valeur de Q1 [N] 1,53944E-03
Fig. 4. Comparaison entre la courbe d’indentation de
re´fe´rence et la courbe obtenue par simulation nume´rique a` par-
tir du jeu de parame`tre identifie´ pre´sente´ dans le Tableau 2.
Fig. 4. Comparison between the reference indentation curve
and identified curve corresponding to the identified parameters
given in Table 2.
le but de trouver un autre jeu de parame`tres, diffe´rent
de la re´fe´rence mais qui donne des courbes d’indenta-
tion proches (Fig. 4). Le re´sultat du calcul inverse est
re´capitule´ dans le Tableau 2.
Dans les Figures 5a et 5b sont trace´es les valeurs
de la de´formation repre´sentative et de la vitesse de
de´formation repre´sentative calcule´e a` partir des pa-
rame`tres de re´fe´rence et les parame`tres identifie´s du le
Tableau 2. La Figure 5a montre que la de´formation
repre´sentative varie en fonction de la pe´ne´tration pour
un mate´riau dont le comportement de´pend de la vitesse
de de´formation, ce qui a aussi e´te´ le cas pour un mate´riau
e´lasto-plastique [3]. D’apre`s la Figure 2a, la de´formation
repre´sentative qui est de´finie par la pente du fond de la
valle´e est constante, or comme nous le voyons dans la Fi-
gure 5a, la de´formation repre´sentative n’est pas la meˆme
pour les parame`tres de re´fe´rence et les parame`tres iden-
tifie´s. La seule explication possible a` cette contradiction
est que la de´formation repre´sentative de´pend aussi de la
valeur de m ; autrement dit, l’ellipse qui de´finit l’ensemble
des solutions tourne en fonction de la valeur dem. Concer-
nant la vitesse de de´formation repre´sentative, l’existence
de deux valeurs calcule´es est e´vidente et s’explique par le
fait que non seulement le fond de la valle´e est plat mais il
est aussi incurve´. De plus, la proportionnalite´ avec le rap-
port h˙h n’est plus valide, ce qui est peut-eˆtre la raison pour
laquelle il existe peu de travaux de´die´s a` la formulation
de la vitesse de de´formation repre´sentative en indentation
sphe´rique.
Cette complexite´ de l’indentation sphe´rique peut eˆtre
vue cependant comme un avantage puisque la diffe´rence
de la de´formation repre´sentative avec celle de la re´fe´rence
est due a` la valeur de m. Il est alors possible a` par-
tir de cette diffe´rence (diffe´rence entre la de´formation
repre´sentative calcule´e a` partir de la re´fe´rence et celle
calcule´e a` partir des parame`tres identifie´s) de corriger la
valeur de m. Si l’on connaˆıt bien suˆr la valeur re´elle de la
de´formation repre´sentative du mate´riau.
4 Conclusion
Dans ce travail, le concept de de´formation
repre´sentative initialement pre´vu pour les mate´riaux
e´lasto-plastique a e´te´ e´tendu pour une vitesse de
de´formation repre´sentative par indentation sphe´rique.
Il a e´te´ vu nume´riquement que l’essai d’indentation
sphe´rique est un essai riche en information et que
l’utilisation de deux vitesses de pe´ne´tration permet
certainement d’identifier par analyse inverse les jeux
de parame`tres d’une loi de comportement de type
Hollomon. Un calcul de la de´formation et de la vitesse
de de´formation par la me´thode du gradient a e´te´ propose´
a` partir des jeux de parame`tres qui donnent les meˆmes
courbes d’indentation, notamment les jeux de parame`tres
de re´fe´rence et un jeu de parame`tres identifie´s par analyse
inverse a` partir d’une seule courbe d’indentation (une
seule vitesse de pe´ne´tration). Il a e´te´ montre´ que la
de´formation repre´sentative calcule´e de´pend de la valeur
de m, soulignant ainsi la complexite´ de l’indentation
sphe´rique. De plus, il a e´te´ montre´ que la vitesse de
de´formation repre´sentative par indentation sphe´rique
n’est plus proportionnelle a` h˙h .
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Fig. 5. (a) De´formation repre´sentative et (b) vitesse de de´formation repre´sentative en fonction de la profondeur d’indentation
obtenue a` partir des jeux de parame`tre de re´fe´rence et les parame`tres identifie´s donne´s dans le Tableau 1.
Fig. 5. (a) Representative strain and (b) representative strain rate function of indentation penetration obtained from the reference
set of parameters and the identified parameters given in Table 1.
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